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Problema de los Puentes de Kénigsberg

En el siglo XVIII, la ciudad de Kénigsberg (Prusia), actualmente Kaliningrado (Rusia), se
situaba en las orillas y en las islas del rio Pregel, que en esa época estaba atravesado
por siete puentes.

¢Se pueden atravesar todos los puentes pasando por ellos
una sola vez?

EULER, L. “Solutio problematis ad geometriam situs pertinentis.” Commentarii
Academice Scientarum Imperialis Petropolitane 8, 128-140 (1736).



Introduccion a la teoria de grafos

J ¢Qué es un grafo? Tipos de grafos.

(J Otras caracteristicas de un grafo.

J Algunos grafos destacados.



Preliminares y definiciones

 Un grafo G es un par ordenado de conjuntos, G = (V, E)

@ Finitos o infinitos, segln sea cardinal de V.

& Dirigidos o no dirigidos, segun lo sean o no sus aristas.

& Simples, si no hay aristas multiples ni lazos.



Introduccion a la teoria de grafos

(J Otras caracteristicas de un grafo.

J Algunos grafos destacados.



Un camino es una sucesion de vértices y aristas: {u;,..., U,,.; }
Longitud camino {uy,,..., U,,; } = numero de aristas = r
Distancia: dg(u;, u;) longitud camino mas corto entre u; y u;

Diametro: Diam(G) = madx {d;(u;, u;), u;, u; €V, izj}

u, ® ® ®
u;
dg(us,u;)=3 u.
4
_ u; ® . ® .y
Diam(G) = 4 Ug



Un ciclo es un camino de la forma {uy,.., u,;, u;}

Girth o cintura de un grafo es la longitud del ciclo mas corto
Vecindad: N;(u)= {v € V adyacentesa u}, u € V
Grado de un vértice: d;(u)=|Ng(u)|, u € V

6(G) y A(G) son los grados minimo y maximo de G

Ng (u,) ={uy, Us, Uy, Ug } Uy ® ‘uz ® us
o
dG(UZ) =4 u4
u; ® @ ®u,
6(G)=1y A(G)=5 Ug



J

J Algunos grafos destacados.



Introduccion a la teoria de grafos
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Introduccion a la teoria de grafos

Un grafo G es un arbol si y solo si conexo y no contiene ciclos.

~— \/ertice soporte

hojas ——
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Subgrafo correspondiente a una

publicacidn concreta

Grafo representacion de intencion voto

Vertices = Usuarios/Votantes

Aristas = Votos compartidos
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Dominacion en grafos

India hace mas de 400 anos: Conjunto de piezas de ajedrez que

cubrian o dominaban el tablero.

Problema planteado S. XIX: minimo numero de reinas
necesarias que, sin atacarse entre ellas, dominan el resto de

cuadrados de un tablero de ajedrez 8x8.



Dominacion en grafos

Aplicaciones

> Localizacidn de servicios:
B contenedores de residuos domiciliarios
B hospitales

B estaciones de bomberos
B cajeros automaticos, etc

> Instalacidn de detectores de incendios en edificios.

> Instalacion de detectores de fallos en redes de ordenadores



on en grafos

o /

Dominaci

La “importancia” de los influencers
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Dominacion en grafos

Motivacion

G




Dominacion en grafos

Motivacion
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Dominacion en grafos

Motivacion




Dominacion en grafos

Encontrar conjuntos dominantes

con cardinal minimo.



Dominacion en grafos

Motivacion




Dominacion en grafos

Motivacion




Dominacion en grafos  Definiciones

Dado un grafo G=(V,E), diremos que un conjunto de
véertices S € V es dominante, si cada vértice v € S tiene

al menos un vecinoen S

Dado un grafo G=(V,E), se define el noUmero de
dominacion de G, y se nota por y(G), como el menor

cardinal de todos los conjuntos dominantes en G
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Dominacion Romana

Origen : Estrategia Defensiva Imperio Romano
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Fig 1.1 Map of Roman Empire. Adapted from http://www.ammec.com.



Dominacion Romana

Origen : Estrategia Defensiva Imperio Romano

€ Tes) Camograpbey

R 99014070

Fig 1.1 Map of Roman Empire. Adapted from http://www.ammec.com.



Dominacion Romana
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Dominacion Romana

Origen : Estrategia Defensiva Imperio Romano
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Fig 1.1 Map of Roman Empire. Adapted from http://www.ammc.com.



Dominacion Romana

Origen : Estrategia Defensiva Imperio Romano




Dominacion Romana Definicion (Cockayne y otros 2004)

Dado un grafo G = G(V,E), y dada la funcion f:V - {0,1,2}
diremos que f es una funcion de Dominacion Romana en G, si

cada vértice v con f(v)=0, tiene al menos un vecino u tal que

fu)=2




Dominacion Romana Definiciones.

Se define el NGUmero de Dominacion Romana de un grafo
G, y se nota por y;(G), como el menor de los pesos de todas
las funciones romanas en G

YrG) = min{w(f): f es funcién de dominacién romana en G}

0




Preliminares. Relacion entre Dominacion y Dominacion Romana.

Toda funcién de dominacién Romanaq, f, en G induce
una particién, {V,,V,,V,},
donde V, = {v € V tal que f(v) =i}

v Observacién:

v w(f) =fV) =2Xuey f(w) = 2|V,] + [V

vV, UV, es un conjunto dominante

4 N

Y6 = YrG = 2YG)
L /




Preliminares. Relacion entre Dominacion y Dominacion Romana.

4 )
Y& =VrG =2V
. /
(V(G) ) |- Desun conjunto dominante
- f(v)=2, siveD y f(z)=0 en otro caso
. ) |- vr(G) = w(f) =2[D| = 2y(G)

Por otro lado, si f es minima,

y(G) < Vi + |Va| < [Vi] + 2|1V, = yR (G)




Numero de Dominacion Romana en algunos grafos.

Yr(P) = |5 Yr(Co) = [5]



Numero de Dominacion Romana en algunos grafos.

YR(Kl, n) — 2
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dominacion Romana doble vs. dominacion Romana

¢ y si se necesita reforzar la defensa ?




Dominacion Romana doble: nueva estrategia de defensa.

DUPLICAR LA DEFENSA

nuevo coste defensa = 7




Dominacion Romana doble  Definicion (Beeler y otros 2016)

Se dice que f es una funcion de dominacion romana doble en G si

verifica que:

a) Sif(v) =0, entonces el vértice v debe tener al menos un vecino

en V; o al menos dos vecinos en V,

b) Si f(v) = 1, entonces el vértice v debe tener al menos un vecino

enV,U V,



Dominacion Romana doble  Definicion (Beeler y otros 2016)

Se define numero de dominacion romana doble de un grafo G, y se

nota por y,z (G), como el menor de los pesos de todas las funciones

romanas dobles en G.

Y 2(G)= mz’n{w( f): f funcion de dominacion doble en G}
2 0

0 0 0 2

Y ar(K18)=3 7 ar(P5)=6 ¥ 2(C8)=8



Dominacion Romana triple: nueva estrategia de defensa.

TRIPLICAR LA DEFENSA

nuevo coste defensa = 10




Dominacion Romana triple: nueva estrategia de defensa.

TRIPLICAR LA DEFENSA
10 30 3
O O
2 4 3
1 1 3 3 3



Ahangar; Alvarez; Chellali; Sheikholeslami; Valenzuela-Tripodoro (2021)

Se dice que f es una funcion de dominacion romana triple en G si

verifica que:

a) Sif(v) =0, entonces el vértice v debe tener, o un vecino en V,, o un
vecino en V, y otro en V;, o tres vecinos en V,

b) Si f(v) = 1, entonces el vértice v debe tener un vecinoen V; U V,, 0
dos vecinos en V,

c) Sif(v) =2, entonces el vértice v debe tener un vecinoen V,U V; U V,

1 1 2 2
7 r(Cs)=4 Yr)(C5)=7

Aumento de defensa al triple con solo aumento de coste del 75%



Dominacion Romana triple TRIPLICAR LA DEFENSA

AN
8 2 3 20 2
4 . R
A

N 2 2




Dominacion Romana triple Algunos resultados

Prop

Sea G un grafo conexo con n = 2 vértices, entonces

7/[3R](G)=4 si y solo si A=n-1

Prop

No existe ningun grafo conexo de orden n con 7/[3R](G)=5



Prop

Sea G un grafo conexo con n > 2 vértices y A > 1. Entonces,

Prop

Sea G un grafo conexo con n > 2 vértices, A<n-2, 6=>22y

girth al menos 4. Entonces ., (G)<3n—34
Prop

Sea G un grafo conexo r-regular de orden n vy girth al menos 7.

Entonces Vpr(G)=2n—2r2+3r—2
Prop

Sea G un grafo conexo con n > 2 vértices, A <n-2, 6 22y girth al

menos 5. Entonces  y, (G)<2n—24+1



Dominacion Romana triple Algunas cotas en términos n, Ay 6

7/[3R](C7) :10

2 Vi (C<2n—24+1=11

7/[3R](C7) =2n—27'2 —|—3I’—2



Prop Sea G un grafo conexo de orden n. Entonces

4 3(6+1
V3R] (G) < {5:11n< ( : )+1>‘

Prop
>
Sea G un grafo conexo con orden n 2 3, entonces . (G)S7—n
4
Y 3R] (T)—— siy solo si T es de la familia de arboles
4 4 4 4
® ® ®
7/3R](T)=7’”=7—n 0 %0 0 %0 .fo* 9o
4
@ 3 ® 3 ® 3



Dominacion Romana triple Algunas cotas en términos n, Ay 6

3R](C5) =7

3(0+1)
S nCE T+ =

2 2 3n—34 +

0 4 0 O 7/[3R](C9):12
*—@
3(0+1])
n_(In( )+1 )
I o e :>4 5“ 4 )C
0 4 0 0 3n—34+1=22




Dominacion Romana triple

Relacion con otras dominaciones

Si G es un grafo conexo n trivial, entonces

7(6)< 7R(G)<2/1G)<74r(G)< 3y (G)< min} 3 ar(G)47(G)|

13R1(G)2 {2n+(AA— Dy (GW



Dominacion Romana triple en ciclos

Para todo ciclo C,, con n > 3, se tiene que

{4372] sin=4,5,7,10 o n=0 mod 3.

7/[3R](Cn) — X
4n

+1 sin#4,5,7,10 y n=1,2 mod 3.




Dominacion Romana triple en caminos

Para todo camino Pn ,conn 22, setiene que

4[BJ sin=0 mod3.
+3 sin=1 mod3.

Vir(Pr)= - 4{%

+4 s1in=2 mod3.




dominacion Romana, Romana doble, Romana triple ...

¢ Se puede generalizar la estrategia de defensa ?

Vr(G) =4, Var(G) =7, V3g)(G) = 10, ...




[k]-Multiple Roman Domination Romana k-ésima

Valenzuela-Tripodoro; Mateos-Camacho; Cera; Alvarez; (enviado)

1 k
2 k+1
9o k @0
2
0'/.\'0 omo /\

Vr(G) =5 w(g) = 3k+2 Vixri(G) = 3k+1



Dominacion Romana k-ésima Definicion

A [k]-multiple roman domination funtion is

I V—){O,l,...,kﬂ},

IfvEV s.t. f(v) <k, then
JAND]D =2 [AN(V)|+k




> Variantes de la Dominacion Romana.
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Dominacion Romana fuerte

Motivacion: ataque multiple




Variantes de la Dominacion Romana

Dominacion Romana fuerte




Dominacion Romana fuerte

Valenzuela, Gonzalez-Yero, Alvarez, Sheikoleshlami (2017)

Dadoungrafo G=(V, E ), de grado maximo A, y dada la funcion:

2

Decimos que f es una funcion de dominacion romana fuerte

f :V—>{O,1,...,{A]+1],

en G, si cada vértice u € B, , tiene al menos un vecino w € B,

tal que:

fm=1+ LNmNB




Variantes de la Dominacion Romana

Dominacion Romana fuerte  Motivacion: ataque multiple

0 O 0 O
O O




Variantes de la Dominacion Romana

Dominacion Romana fuerte  Motivacion: ataque multiple

0 O
O

()




Variantes de la Dominacion Romana

Dominacion Romana fuerte  Motivacion: ataque multiple

0 O
O

)y

O




Variantes de la Dominacion Romana

Dominacion Romana fuerte  Motivacion: ataque multiple

0 O 0 O
O O




Variantes de la Dominacion Romana

Dominacion Romana fuerte

0 0
0 o 0
0
0
0 0
n+1
YStR(Kl’n)=[ 2 ‘



Dominacion Romana fuerte

0 0

Vs (Co) = [ 5]



Variantes de la Dominacion Romana

Dominacion Romana fuerte

Sea G un grafo de n vértices y grado méximo A(G), entonces

{A(G)

Ystr(G) =N —

1+ diam(G)
Ysr(G) =N — { ‘

g(G)
Ystr(G) =N —
n+1
Ysir(G) = [ > }



Oftras variantes estudiadas

> Dominacion romana mixta

» Dominacion romana total

» Dominacion romana contenida
» Dominacion romana maximal

> {k}-dominacion romana (total)

de Cadiz



Propuestas posibles TFG

> Estudio de parametros en familias de
grafos desfacadas

> Estudio de parametros en relacion a
operaciones con grafos

> Variantes de la dominacion

» Estudio de algoritmos eficientes
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